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✐♥❞û♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ ♣❡✉ tr♦♣ ♣r♦♣r✐ét❛✐r❡✮ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦r❝✐♥❣✳
▲❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ✏s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r✑ q✉❡ ({vrai; faux},→, ∀) ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t (E,→, φ) ♦ù E
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ → ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ E2 ❞❛♥s E ❡t φ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ P (E) ❞❛♥s E✳
◗✉❛♥❞ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ({vrai; faux},→, ∀) ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ tr✐♣❧❡t ♠❛✐s q✉✐ ❧✉✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛ss❡③✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❇♦♦❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ✏r✐❡♥ à ❢❛✐r❡✑ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✏❝♦♠♠❡ s✐✑ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❛✐t ❞❛♥s ({vrai; faux},→, ∀)✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s é♥♦♥❝és ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞❡s ♥♦♠s ❞✬♦❜❥❡ts ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts {vrai; faux}✱ ♠❛✐s ❞❡s ♥♦♠s ❞✬♦❜❥❡ts ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E✳
▲✬é♥♦♥❝é ∀xR(x) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ x✱ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦♠♠❡r φ({R(a) | a ♣❛r❝♦✉rt t♦✉t ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s})✳ ▲✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té à ✉♥ é♥♦♥❝é ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❡st ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❡s s❡✉❧s é♥♦♥❝és ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a ∈ b
▲❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❈♦❤❡♥ ❡st ❞✬❛✈♦✐r r❡♠❛rq✉é ✭❡t ❞é♠♦♥tré✦✦✮ q✉❡ s✐ ♣♦✉r E✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜♦♥s
♦✉✈❡rts ✭✉♥ ❜♦♥ ♦✉✈❡rt ❡st ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ s♦♥ ❛❞❤ér❡♥❝❡✮ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t Qκ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✭✐❝✐ ❧✬é♥♦♥❝é ✏❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✑ é❝r✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ∀,→,∈ ♥✬❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥ ❜♦♥ ♦✉✈❡rt✮ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡ ❜♦♥ ♦✉✈❡rt ❞és✐❣♥é ♣❛r ❧✬é♥♦♥❝é q✉✬❡st ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✳ ❖r ❝♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s
❞❡ ZFC ✭❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✐♥❝❧✉s✮✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡ ❡✉①✱ s♦♥t ❞❡s ♥♦♠s ❞✐✛ér❡♥ts q✉✐
❞és✐❣♥❡♥t t♦✉s Qκ✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❩❋❈✳
❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❢♦r❝✐♥❣ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✿
• ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❇♦♦❧❡✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢♦rts ❞♦♥❝ ❞♦♥t ✏♦♥ ♣❡✉t
♣r♦✉✈❡r✑ q✉❡ ✏♠ê♠❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✑ ♥❡ ❧❡s ❞é❝✐❞❡♥t ♣❛s
• ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ♥❡ s♦✐t ♣❛s tr♦♣ ♣❡t✐t❡ ✭❧❡s ❛✉tr❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❩❋❈ ♥❡
♣♦s❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✮
■❝✐ ♥♦✉s ♥❡ ♦❝❝✉♣♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝❤♦s❡s✲❧à✱ ❜✐❡♥ ❞✐✣❝✐❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❛❝♦♥t♦♥s ❥✉st❡ q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛r✲
q✉❡s ❛ss❡③ ✏tr✐✈✐❛❧❡s✑ ❡t r❡♣♦s❛♥t❡s✱ ❝❛r ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡✳✳✳ ♥❡ ♣❛s ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❇♦♦❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ✏♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉♦✐✑ ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡t ② ét✉❞✐♦♥s ❝❡ q✉✬✐❧ s✬②
♣❛ss❡✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡ ❡①♦t✐q✉❡s q✉✐ é♠❡r❣❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t s✉rt♦✉t
q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛s t♦✉t❡ ❧❛ ❞❡①tér✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛♥✐❡♠❡♥t ❞✉ ❢♦r❝✐♥❣✳
✶
✷ ■♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡ ✭s②♥t❛①❡✮
✷✳✶ ▲♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡
▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❛♣♣❡❧és ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s✮ ❞❡s é♥♦♥❝és q✉✐ s♦♥t
♦❜t❡♥s✐❜❧❡s ♣❛r ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts✿
• A→ (B → A)
• (A→ (A→ B))→ (A→ B)
• (A→ B)→ ((B → X)→ (A→ X))
• C → item ❞ès ❧♦rs q✉❡ item ∈ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ C
• C → (C1 → C2) ♦ù C ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ conjonctioni des (Ai → Bi) ❡t C1 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ conjonctioni des Ai
❡t C2 ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ conjonctioni des Bi
■❧ ② ❛ ♠♦✉❧t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳✳✳ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❖♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❝❡s ❛①✐♦♠❡s
∀A : (non(non(A)))→ A✱ ♦ù non(A) := A→ (∀X : X)
✷✳✷ ❆✉tr❡s ❧♦❣✐q✉❡s
◆♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s s♦✉s ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ❞✐✈❡rs❡s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉rs ❛①✐♦♠❡s✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✿ ❝❡s
❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜❞è❧❡s à ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
• ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s
• ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s (((a → b) → a) → a) à ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡
• ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡ ❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s A→ (B → A)❀ (A→ B)→ ((B → X)→
(A→ X))❀ A→ ((A→ B)→ B)
• ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s (A → B) → ((B → X) → (A → X))❀
A→ ((A→ B)→ B)
✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs
▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❛ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦ù {vrai; faux}
❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ✭❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡st ❛♣♣❡❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té✮
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ♣❛r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❘❛♣♣❡❧s✿ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❛✉ss✐ ❡①♦t✐q✉❡s s♦✐❡♥t✲❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs s✉❜❛❧t❡r♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s
❝♦♠♠❡ s✉✐t✿
• A et B := ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥X ✭♦♥ ❛❜rè❣❡ ❡♥ ❞✐s❛♥t
′′∀X ′′✮ ❞❡s ((A→ (B → X))→ X)
• A ou B := ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥X ❞❡s ((A→ X)→ ((B → X)→ X))
• tout := ∀X : X
• nonA := A→ tout
✷
✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ❡t❝ ❞❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✏t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✑
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♥♦♠♠❡ ♣❛s ✐❝✐✱ ♣❛s ❜❡s♦✐♥✮✿
• U → V := ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts X t❡❧s q✉❡ U ∩X ⊆ V
• U ou V := U ∪ V
• ▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥i ❞❡s Ui ❡st ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s Ui
• tout := ∅
• vrai := ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥t✐❡r ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts✮
✸✳✷ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✭✐❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s s❡✉❧s é♥♦♥❝és ❡♥✈♦②és s✉r ✏✈r❛✐✑ s♦♥t ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s✳
✹ ❈♦♠♠❡♥t s✬❛♣❡r❝❡✈♦✐r ✈✐t❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡❄
■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù ❧✬é♥♦♥❝é ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈♦②é s✉r ✈r❛✐✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳
✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡
▲✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢✱ ❡t✱ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣r❡ss✐♦♥✱ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❝❧❛ss✐❝✐s♠❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡✳ ▲✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✿
(∀i : (A ou Bi))→ (A ou ∀i : Bi)
❱♦✐❝✐ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲♠♦❞è❧❡✿ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ (R, usuelle) ❡t A :=]−∞, 0[✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
e > 0✱ ♦♥ ♣♦s❡ Be :=] − e,+∞[✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ e > 0✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ (A ou Be) ❡st R✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ (A ou ∀e > 0 : Be) ❡st R \ {0}✳
✺ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ✉♥ tr✐♣❧❡t (E,→, φ) ♦ù → ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
E2 ❞❛♥s E ❡t φ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ P (E) ❞❛♥s E
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❡st (2,→,min) ♦ù →: (x, y) 7→ (1 \ x) ∪ y✳ ❈✬❡st ✏❧❡ ✈r❛✐ ✴ ❢❛✉①✑ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡♥s
❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❞❡s ♣❧❛t♦♥✐❝✐❡♥s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✈r❛✐ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ φ(∅)✳ ❖♥ ♥♦t❡
tout := φ(E)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (ai, i ∈ J) ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✱ ♦♥ ❞✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠❛❣é❡ q✉❡
φ({ai | i ∈ J}) ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ai, i ∈ J ✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✿
• A et B := ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥X ✭♦♥ ❛❜rè❣❡ ❡♥ ❞✐s❛♥t
′′∀X ′′✮ ❞❡s ((A→ (B → X))→ X)
• A ou B := ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥X ❞❡s ((A→ X)→ ((B → X)→ X))
• tout := ∀X : X
• nonA := A→ tout
✸
❈✐✲❞❡ss✉s ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦✉✈❡rts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉①
♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❧❡ r❡♥❞❛♥t ❙❱❱✳ ❖♥ ✈❛ ❛❜♦r❞❡r ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❆✈❛♥t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ r❡❣❛r❞ ❡t
❞❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①
Pr❡♥♦♥s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭✐❧s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠♦t ✏♦✉✑ ❞❛♥s ❧❡✉rs é♥♦♥❝és✮✳ ❖♥
❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s a, b ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ inv✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ab = 0✳ ❖♥ ♥✬❛ t♦✉❥♦✉rs
♣❛s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♠♦t ✏♦✉✑✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ∀x : non(x = 0)→ x× inv(x) = 1✳ ❚♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦t ✏♦✉✑✳ ❖♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ a = 0 ♦✉ b = 0 ✭s❛✉❢ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r a = 0✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛
s②♠étr✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✯✮✳
✻✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ♠✬❛ été s✉❣❣éré s✉r ✉♥ ❢♦r✉♠ ♣❛r ▼✐❝❤❡❧ ❈♦st❡
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧❡ ✭s❛♥s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ♠✬❛ été s✐❣♥❛❧é✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✳ ✭❈✬❡st
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s s❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❧✐✈r❡ ❣é♦♠étr✐❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ♥✬❡①✐st❡r❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s✮
▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ✭s❡❝t✐♦♥ ❞✬❛✈❛♥t✮✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
❧❛ ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ✭✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✮ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é a2 = 0 → a = 0 ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲❝♦r♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣❧✉s ❞❡ ✏♦✉✑ à ❧✬❤♦r✐③♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ♥♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢♦r❝✐♥❣✮ ❝✬❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ ♦ù ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✏❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❜♦♦❧❡✑ q✉✐ ✈❛ ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞❡s ♣r♦✉❡ss❡s✱
♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡✳✳✳ q✉✬✉♥ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍❡②t✐♥❣✮
❉✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❯♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦r♣s ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t t♦✉t é❧é♠❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❡st ✐♥✲
✈❡rs✐❜❧❡✳
❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦r♣s ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳ ▼❛✐s ❧à✱ ♦♥ ❡st ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
r❡str❡✐♥t ❛✉① ❙❱❱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❇♦♦❧❡✳ ❈❡tt❡ ✐♠♠❡♥s❡ ❧✐❜❡rté ✈❛ ♥♦✉s ❝♦✉✈r✐r ❞❡ s✉r♣r✐s❡s ✭❜✐❡♥
❛❣ré❛❜❧❡s ♦✉ ♣❛s✱ ❝✬❡st s✉❜❥❡❝t✐❢✮
❚❤é♦rè♠❡ ✸ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❙❱❱ q✉✐ ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲
❝♦r♣s
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ♥✬❛❥♦✉t❡ à ♣❡✉ ♣rès r✐❡♥ à s✉♣♣♦s❡r ✭❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✦✦✦✮ q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡st
✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦r♣s✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ q✉✬✐❧ ♥❡ ❧❡ s♦✐t ♣❛s ❞é❥à✳ ❚♦✉t ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ②❡✉① ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❧❡
r❡❣❛r❞❡✳
Pr❡✉✈❡✿ s♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❙♦✐t E ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A ❛✉tr❡s q✉❡ A ❧✉✐✲
♠ê♠❡✳ ❖♥ ♠❡t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r E✳ ❙♦✐t x ∈ A✳ ❖♥ ♥♦t❡ Tx ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s X ∈ E t❡❧s q✉❡ x ∈ X✳ ❙♦✐t T
❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s Tx q✉❛♥❞ x ♣❛r❝♦✉rt A✱ ✐❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✜♥✐❡s ❞❡ Tx✳
❘❡♠❛rq✉❡✿ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s Tx q✉❛♥❞ x ♣❛r❝♦✉rt ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ F ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✐❞é❛✉① q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✬✐❞é❛❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F ✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ❞✬♦✉✈❡rts
❞❡ T ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s YJ ♦ù YJ := {X ∈ E | J ⊆ X}✱ q✉❛♥❞ ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳
✭❆ ✈r❛✐ ❞✐r❡✱ ❥❡ ♥❡ ✈♦✐s ♠ê♠❡ ♣❛s ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♥❡ ❢❡r❛✐t ♣❛s ♣❛r❝♦✉r✐r à J t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E ♠❛✐s ♣❡✉
✐♠♣♦rt❡✮✳
✹
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❞✬✉♥ é♥♦♥❝é ✭❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✱ à ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s A✮ ❝♦♠♠❡ ❞✐t ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✏❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐s♠❡✑✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ val(a = b) := Ta−b ✭❡t ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✱
val(A→ B) := val(A)→∗ val(B) ❡t ∀xR(x) := ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s val(R(a))✮✳
❘❛♣♣❡❧✿ U →∗ V := ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts W t❡❧s q✉❡ U ∩W ⊆ V ✳ tout := ∅ ❡t V RAI := E ✭t♦✉t❡s
❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té✱ ✐❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♦✉✈❡rts ✭✐❡ é❧é♠❡♥ts ❞❡ E✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té
✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣❡♥s❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡✮
❇♦♥✱ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥✱ ❥✉st❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬é♥♦♥❝é (a = 0 → tout) → existsx : ax = 1✱ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s❡
❢❛t✐❣✉❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❝❡ q✉❡ ✈❛✉t U := val(a = 0 → tout)✳ ❈✬❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts q✉✐ s♦♥t
❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ Ta✳ ❙♦✐t J ✉♥ ✐❞é❛❧✳ ❆ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ YJ ❡st✲✐❧ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ Ta❄ ❘é♣♦♥s❡ q✉❛♥❞ (a) ❡st ♣r❡♠✐❡r
❛✈❡❝ J ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ YJ ❝✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① X ∈ E t❡❧s q✉❡ J ⊆ X✳ P♦✉r q✉✬❛✉❝✉♥ ✐❞é❛❧ X ❞❡ E ♥❡
❝♦♥t✐❡♥♥❡ a ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ❡t J ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ (a) + J ∋ 1✳
❙♦✐t V := val(∃x : ax = 1)✳ ❙♦✐t X ∈ E✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ X ∈ U ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ J étr❛♥❣❡r à a ✭❝♦♠♠❡
❞✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✮ t❡❧ q✉❡ X ⊇ J ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s X ✉♥ é❧é♠❡♥t t ❡t ❞❛♥s A ✉♥ é❧é♠❡♥t x t❡❧ q✉❡ 1 = t+ xa✳
❉♦♥❝ X ∈ val(1 = xa) ⊆ V ✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ val[(a = 0→ tout)→ existsx : ax = 1]✳ ❆✐♥s✐ r❡❣❛r❞é ♣❛r ❧❛ ❙❱❱
(E, T ) ❧✬❛♥♥❡❛✉ A ❡st ❞é❝❧❛ré ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦r♣s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❱❘❆■✳
✼ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ r❡❣❛r❞
❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t q✉✬❛✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ♦ù ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ♣r✐♠✐t✐❢s s♦♥t → ❡t ∀✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ L✲r❡❣❛r❞ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (S, f) ♦ù S = (E,→, φ) ❡st ✉♥❡ ❙❱❱ ❡t f
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ L ❞❛♥s E
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❙❱❱ ❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡s ✏❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s✑ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❞♦♥❝ ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
✈ér✐té à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é♥♦♥❝é✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❛ttr✐❜✉é❡ à ✉♥ é♥♦♥❝é P ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ L ♣❛r (S, f) ❡st ♥♦té❡
val(L, S, f, P )
❙✐ L ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t S ✉♥❡ ❙❱❱✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (L, S) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é♥♦♥❝és P t❡❧s q✉❡
∀f : val(L, S, f, P ) = vrai✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❙❱❱ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦✉✈❡rts ♠✉♥✐
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞é❥à ❞é❝r✐t❡s✮ ❛ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✭s✉r ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s✮
✼✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ♥♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡
❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❙♦✐t E ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t (→, φ) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
(E,→, φ) s♦✐t ✉♥❡ ❙❱❱ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡✿
• I → J := {x ∈ A | ∀y ∈ I : xy ∈ J}
• φ(X) := ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ logique(E,→, φ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r φ(∅)
q✉❛♥❞ ♦♥ ❧❛ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐s❡ ✭✐❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ttr✐❜✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs à s❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✮
❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
✺
❚❤é♦rè♠❡ ✻ ❚♦✉s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ♦♥t ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡
Pr❡✉✈❡ ✭é✈✐❞❡♥t❡✮✱ ❧❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❯♥ ❛♥♥❡❛✉✲t❡st ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♦ù t♦✉t é❧é♠❡♥t ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ s♦♥ ❝❛rré
❉❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✲t❡st✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡st ré❛❧✐sé❡✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ Z✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥❡ ré❛❧✐s❡ ♣❛s ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ♦♥ ② ❛ q✉❡ ((2)→ (4)) = (2) s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ (2) = vrai✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s✱ à ❝❡ ♣r♦♣♦s q✉❡ ((a → b) ⇐⇒ a) → b ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t ❡st
♦r✐❣✐♥❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✉t❡✉r ❞❡ tr♦✉❜❧❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝r✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s êtr❡s ❤✉♠❛✐♥s
✏r❡ss❡♥t❡♥t✑ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❤r❛s❡ q✉✐✱ ♣❛r❧❛♥t ❞✬❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❞✐t ❥✬✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✉❧❡s ♦♥t ❞❡s ❞❡♥ts✳ ▲❛
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ Z ♥❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❛s✱ ✐❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ((2) → (4)) = (2) q✉❡ (4) ❡st ✉♥ ❞❡
s❡s t❤é♦rè♠❡s✳
❈♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❛♥♥❡❛✉①✲t❡st✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡s ❝♦r♣s✱ q✉✐✱ ❡✉① ré❛❧✐s❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❛✣r♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✿
✼✳✷ Pr❡✉✈❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡ ✭✐❝✐✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s à ♣❛rt✐r ❞❡
t♦✉s ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a→ (b→ a)❀ a→ ((a→ b)→ b) ❡t (a→ b)→ ((b→ c)→ (a→ c))
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ✭❝♦♠♠✉t❛t✐❢✮ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥
❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ A✱ s✐ U, V,W s♦♥t ❞❡s ✐❞é❛✉① ❛❧♦rs ❧❡s ✐❞é❛✉① ❞♦♥t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❧✬❛♥♥❡❛✉ t♦✉t ❡♥t✐❡r✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r U → (V → U)✳ ❙♦♥ é❣❛❧✐té ❛✈❡❝ A rés✉❧t❡ ❞❡ U ⊆ (V → U)✳
❚r❛✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐❞é❛❧ U → ((U → V )→ V )✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ U ⊆ (U → V )→ V ✳
❙♦✐❡♥t x ∈ U ✱ y ∈ U → V ✳ ❆❧♦rs xy ∈ V ✳ ❈◗❋❉
■❧ r❡st❡ (a → b) → ((b → c) → (a → c))✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❡♥t✐❡r s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
a, b, c ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐❞é❛✉①✱ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (a → b) ⊆ ((b → c) → (a → c))✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ a → b ♣♦✉r t♦✉t y ∈ b → c✱ ❧✬é❧é♠❡♥t xy ❡st ❞❛♥s a → c✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ z ∈ a✳ ❆❧♦rs xz ∈ b✳ ❉♦♥❝ yxz ∈ c✳
❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ xy ∈ a→ c✳
✼✳✷✳✶ ❘❡♠❛rq✉❡
❚❤é♦rè♠❡ ✾ ❉❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✐❧ ② ❛ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✐❞é❛✉① a → (b → c) ❡t (ab) → c✱ ♦ù ab
❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ✐❞é❛✉① a, b✱ ✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ a ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
b✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ✏❡t✑ q✉✐ ❢❛✐t s♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✿ a et2 b :=
a∩ b✳ ❖♥ ✈♦✐t ♣♦✐♥❞r❡ ✭♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦tr❡ s✉❥❡t✮✱ ❞❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❡t s♦♥t tr❛✐té❡s
♣❛r ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐té q✉✐ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡✱ ❡t❝✳
✻
✼✳✸ ❘❡t♦✉r ❛✉① ♣r❡✉✈❡s
▼♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉✲t❡st ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ a → (a →
b) ⊆ a → b✳ ❙♦✐t x ∈ a → (a → b) ❡t y ∈ a✳ ❆❧♦rs xy ∈ a → b ❞♦♥❝ xyy = xy2 ∈ b✳ ❙♦✐t k t❡❧ q✉❡ y = ky2✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t xy = kxyy ∈ b✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✿ x ∈ a→ b✳
◗✉❡st✐♦♥ ✶✵ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥ ❝♦r♣s ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◗✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①✲t❡st❄
✼✳✹ ❚❤é♦rè♠❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ❞♦♥t ❧❛
✈❛❧❡✉r ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❡ A t♦✉t ❡♥t✐❡r q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♣r✐♠✐t✐❢s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ✏❧♦❣✐q✉❡ ❛♥♥❡❧é❡✑ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❧❛ss❡r ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ❡t ❝♦♥s❛❝r❡r♦♥s
❧❛ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ à ❧❡s ♣r♦✉✈❡r✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✷ P♦✉t t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ A✱ A ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ A ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✲t❡st
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ P♦✉t t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ A ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A ❡st
✭✐s♦♠♦r♣❤❡ à✮ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s✳
❘❡♠❛rq✉❡✿ A ❡st ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A[X] s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
✼✳✺ Pr❡✉✈❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♣r♦✉✈é ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① t❡sts ré❛❧✐s❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛
ré❝✐♣r♦q✉❡✿
❙♦✐t a ∈ A✳ ❈♦♠♠❡ A ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t J := (a2)✱ ❡t I := (a)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
I → (I → J) ⊆ I → J ✳ ❖r 1 ∈ I → (I → J) ❝❛r s✐ x ∈ I ❡t y ∈ I ❛❧♦rs 1xy ∈ J ✳ ❉♦♥❝ 1 ∈ I → J ✱ ❝❡ q✉✐
❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ 1a ∈ J ✱ ❞♦♥❝ q✉❡ a ❡st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ a2✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s✿
P♦✉r t♦✉t ✐❞é❛❧ J ❞❡ A✱ non(J) := J → ∅ ❡st ❧✬❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ J ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ t♦✉t ✐❞é❛❧ ❞❡ A ❡st é❣❛❧ à
❧✬❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ s♦♥ ❛♥♥✉❧❛t❡✉r✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ (I → J) = A ss✐ I ⊆ J ✳
A ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✲t❡st✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ré❛❧✐s❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✲
t❡st t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s s✉r✈❡♥✉❡s ❞❡s é❣❛❧✐tés x(1 − kx) = 0✳ ❉❛♥s ✉♥
❛♥♥❡❛✉✲t❡st✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐❞é❛✉① s♦♥t é❣❛✉①✳ ■❧ s✉✣t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ❡st ✜♥✐✳
❖♥ ♠✉♥✐t P (A) ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣r♦❞✉✐t ✭❡♥ ❧❡ r❡❣❛r❞❛♥t ❝♦♠♠❡ 2A✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❡st
✉♥ s♦✉s✲❝♦♠♣❛❝t✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ t❡st✱ t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉①
♠❛①✐♠❛✉① ❡st ❝❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❝♦♠♣❛❝t✳
✼
■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ✜♥✐✳ ❙♦✐t P ✉♥ ✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ a ♥♦♥ ♥✉❧ t❡❧ q✉❡ P ❡st
❧✬❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ (a) ✭❝✬❡st ❧à q✉✬❡st ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❡ t♦✉t ✐❞é❛❧ ❡st é❣❛❧
à s♦♥ ❜✐✲❛♥♥✉❧❛t❡✉r✮✳ ❙♦✐t Q ✉♥ ✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ P ❡t s♦✐t x ∈ P \Q✳ ❆❧♦rs ax = 0 ❞♦♥❝ a ∈ Q✳ ■❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡ P ❡st ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt ✭q✉✐ ❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✮✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉①
à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥t❡♥✐r a
❆✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ P ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❧❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛❝✐té ❡♥tr❛î♥❡ ❧❛
✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉①✳ ❖r ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ❧✬✐❞é❛❧ (0)✱ ♣✉✐sq✉❡ A ♥✬❛ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts
♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ♠❛①✐♠❛✉①✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ A ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s
■❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✉♥
t❤é♦rè♠❡ ❝❤❛r❣é ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❙♦✐❡♥t A,B ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ✭❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ✉♥✐t❛✐r❡s✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ L s♦✐t ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡
♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❛♥♥❡❛✉①✳ ❆❧♦rs L ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ A ❡t B✳
■❧ ♣❡✉t à ♣r✐♦r✐ ❡①✐st❡r ❞✬❛✉tr❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ A× B q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ I × J ✱ ❛✈❡❝ (I, J) ∈ Ideaux(A)×
ideaux(B)✳ ❖♥ r❡t♦♠❜❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❧♦❣✐q✉❡ s♦✉❧❡✈é❡ ♣❛r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❞✉✐t
t❡♥s♦r✐❡❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬♦❜❥❡t ❡♥ ▼◗✱ ❝ré❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ✏♣❛r❛❞♦①❡ ❊P❘✑ à ♣❛rt✐r ❞✬ét❛ts ♥♦♥
♦❜t❡♥s✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳
■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (U1 ×U2)→ (V1 × V2) = (U1 → V1)× (U2 → V2) ✭❡t ✐❞❡♠ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮✱ ♦ù
❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 1, 2 r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛✉① ✐❞é❛✉① ❞❡ A,B✳
❙♦✐t (x1, x2) ∈ (U1 × U2) → (V1 × V2)✳ Pr♦✉✈♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❞❛♥s (U1 → V1) × (U2 → V2)✳ ■❧ s✉✣t ❞❡
♣r♦✉✈❡r q✉❡ x1 ∈ U1 → V1✳ ❙♦✐t y1 ∈ U1✳ ❆❧♦rs (y1, 0) ∈ U1 ×U2✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ (x1y1, 0x2) ∈ V1 × V2 ❞♦♥❝
x1y1 ∈ V1✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t (x1, x2) ∈ (U1 → V1)× (U2 → V2)✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡st ❞❛♥s (U1 ×U2)→
(V1 × V2)✳ ❙♦✐t (y1, y2) ∈ U1 × U2✳ ❈♦♠♠❡ x1 ∈ U1 → V1✱ ❞♦♥❝ x1y1 ∈ V1✳ ■❞❡♠ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡ 2✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t
q✉❡ (x1y1, x2, y2) ∈ (U1 × U2)→ (V1 × V2)
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ✏♥♦♥ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✑ ❞❡s ✐❞é❛✉① ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ✜♥✐s ❞❡ ❝♦r♣s✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐❞é❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞✬✐❞é❛✉① ❞❡s ❝♦r♣s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳
✼✳✻ ❇✉✈❡✉r
▲✬❛①✐♦♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ❜✉✈❡✉r ❡st ❧✬é♥♦♥❝é q✉✐ ❛✣r♠❡ ∀R∃a (Ra → (∀Rx))✳ ❈❡t é♥♦♥❝é ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ∀X : [non(non(X)) → X] ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❜rè❣❡r❛ ♣❛r ✧❁❘P❆✧❃✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ❜✉✈❡✉r✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡
♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❧❡ ❘P❆✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞✐♥❛❧ E ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ E ∪ {E} ❡t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s q✉✐ ♠✉♥✐ss❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ♦✉✈❡rts ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❙❱❱✳
❖♥ ❛ ✈✉ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✲t❡st ✭❛✉ss✐ s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ ♥♦♠♠és ❛♥♥❡❛✉① ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥ ré❣✉❧✐❡rs✮ ré❛❧✐s❡♥t
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡s ❛♥♥❡❛✉① ♦✛r❡♥t à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st r✐❡♥✿ t♦✉s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① t❡sts ré❛❧✐s❡♥t
buveur → RPA✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡t é♥♦♥❝é ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❚♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✉♥✐t❛✐r❡ ré❛❧✐s❡ INTU ∧ buveur → RPA
Pr❡✉✈❡✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉✲t❡st ré❛❧✐s❡ buveur → RPA✳ ❉❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✲t❡st✱ t♦✉s ❧❡s
✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t ♠❛①✐♠❛✉① ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥ts✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✐❞é❛✉①
✽
♠❛①✐♠❛✉① ❡st ♥✉❧❧❡✳ ▲❡ ❜✉✈❡✉r ❡♥tr❛î♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s M → (0)✱ q✉❛♥❞ M ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ✐❞é❛✉①
♠❛①✐♠❛✉① ♣r♦♣r❡s✱ ❞♦✐t êtr❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ t♦✉t ❡♥t✐❡r✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ 1 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐❞é❛✉①
M → (0)✳ ❙♦✐❡♥t 1 = a1 + ... + an ❛✈❡❝ ❧❡s ai ❞❡s é❧é♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ M1, ..,Mn✳ ❙♦✐t x ∈ M1 ∩ .. ∩Mn✳
❆❧♦rs x = x(a1+ ..+an) = 0+0..+0 = 0✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ x = 0 ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ (0) ❡st ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬✐❞é❛✉①
♠❛①✐♠❛✉①✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉ ❡st ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s ❡t ré❛❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❘P❆ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✮
✽ ❘è✈❡s ❞✬❛♥t❛♥
▲❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♥❡ ré❛❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❈❡❧❛ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐té ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ♣r♦✈♦q✉é ❧❛ ❝r✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ r❡❣❛r❞ ♥❡✉❢✳ ❖♥ rés✉♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
s✉✐✈❛♥t✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❝❧é✱ ❞û s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧ à ❘✉ss❡❧✱ q✉✐ ❛ ❞é❝❧❡♥❝❤é ❝❡tt❡ ❝r✐s❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✳
✽✳✶ ▲❛ ❝r✐s❡
▲❛ s❡✉❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤r❛s❡ ❥✬✐♠♣❧✐q✉❡ t♦✉t✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ t♦✉t ❛✈♦✐r✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ A = (A → tout)✳ ❖r (A ⇐⇒ (A → B)) → B ❡st ✉♥
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r →✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ (U ⇐⇒ V )→W ❛❜rè❣❡ (U → V )→ ((V → U)→W )✮✳
◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ♦ù ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ♣✉✐ss❛♥t ✭❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❝❧♦♥❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✮ ❥♦✉❡
✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ A ❡t A → B ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ A → (A → B)✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r é♥♦♥❝é ❝♦♠♠❡ ❡♥tr❛✐♥❛♥t A→ B✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t A→ B✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ A→ B✱ ❞♦♥❝
✜♥❛❧❡♠❡♥t B✳ ▲✬❛①✐♦♠❡ (A → (A → B)) → (A → B) ❛ ❥♦✉é ✉♥ tô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t B ♣❛r
tout ✭❞♦♥t r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ∀X : X✮✱ ❧❛ ♣❤r❛s❡ A :=❥✬✐♠♣❧✐q✉❡ t♦✉t✱ q✉✐ ❡st r❡ss❡♥t✐❡
❝♦♠♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ A = (A → tout)✱ ✈❛ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈ér✐✜❡r A ⇐⇒ (A → tout)✳ ❖♥ ❞é❞✉✐r❛ ❞❡ s❛
s✐♠♣❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ q✉❡ tout✳
▲✬❛①✐♦♠❡ (A → (A → B)) → (A → B) ✭q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❞r♦✐t ❞❡ ❝❧♦♥❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✮ ♣❛r❛✐t ✉♥❡
é✈✐❞❡♥❝❡ à t♦✉t❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♣❤♦t♦❝♦♣✐❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❈✬❡st✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳
❈✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❢❛♠✐❧✐❡rs à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡s✱ ♦✛r❡♥t
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① q✉✐ ❧❛ ré❛❧✐s❡♥t s♦♥t
❧❡s ❛♥♥❡❛✉① t❡st✳ ■❧s s♦♥t très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❡t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❝♦r♣s ✭✐❧s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞❡
♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❝♦r♣s✱ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❡t t♦✉t ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ② ❡st ♠❛①✐♠❛❧✮
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s r❡ss✉s❝✐t❡r ❞❡s rê✈❡s ❞✬❛♥t❛♥ ♦ù ✧❁t♦✉t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ s❡r❛✐t
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❝❡ rê✈❡✱ ✈♦②♦♥s ❝❡ q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st s✉r ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
✽✳✷ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ✧❁❜♦♥♥❡ t❤é♦r✐❡✧❃ ✭❤é❧❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✮
❆✈❛♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ♣❛r ❩❋ ✭❩❋❈✱ ❡t❝✮ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡ s❡♥t✐♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥s✐st❛✐t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
très ♣✉✐ss❛♥t❡ ✭tr♦♣✦✮ ♣✉✐ss❛♥t❡ q✉✐ ét❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❛✐t ❧❡ s❝❤é♠❛
∃a∀x(x ∈ a ⇐⇒ R(x))✱ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r R s✉r t♦✉t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❞é✜♥✐r✳ ▲❛ ❝r✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts
❡st ❛rr✐✈é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥st❛t q✉❡ ∃a∀x(x ∈ a ⇐⇒ (x→ x→ tout)) ❡♥tr❛î♥❡ tout✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✧❁❞r♦✐t ❞❡ ❝❧♦♥❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✧❃ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ❞❛♥s
❧✬❛r❣✉♠❡♥t✳ ❊♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝✲
t✐♦♥s ❞❡♠❡✉r❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡s ❞❡♠❡✉r❡♥t ✧❁♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t✧❃✱ ♠❛✐s ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s
q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r r❡st❡ ♦✉✈❡rt
◆♦t♦♥s ❞ès à ♣rés❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s r♦✉t✐♥✐❡r ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤r❛s❡s A,B
t❡❧❧❡s q✉❡ A = (A→ B) ❡st ❝♦✉r❛♥t❡ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉✬♦♥ ❛✐t B = vrai✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝
Z✱ ❞❡s ✐❞é❛✉① (2), (4) q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t (2)→ (4) = (2)✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♥✐ (2) ♥✐ (4) ♥❡ s♦♥t ❧✬❛♥♥❡❛✉ Z t♦✉t ❡♥t✐❡r✳
✾
❉❛♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ✭♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❛♥s ({vrai, faux}, ..)✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ❙❱❱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ✐❞é❛✉①
❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ A✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ∃a∀x(x ∈ a ⇐⇒ R(x))
❞és✐❣♥❡♥t ❧✬❛♥♥❡❛✉ A t♦✉t ❡♥t✐❡r ❛ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ A✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s é♥♦♥ç♦♥s q✉❡❧q✉❡s
t❤é♦rè♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢s ❡t ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ♣♦✉ss❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧✬ét✉❞❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s U ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ♥♦✉s
❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❞❡ ♥♦t❡r x ∈ y✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ A✳ ◆♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❡ s✐❣♥❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r ✉♥ ✧❁❂✧❃ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✐ss✉❡ ❞✉ ❢♦r❝✐♥❣✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ✧❁t♦✉t✧❃
❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡st ❧✬✐❞é❛❧ ♥✉❧ (0)✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✻ ▲✬❛♥♥❡❛✉ A ❡st ❞♦té ❞✬✉♥ ✐❞é❛❧ é❣❛❧ à s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛♥♥✉❧❛t❡✉r✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts ♥♦♥
♥✉❧s✳
Pr❡✉✈❡✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U : ((x ∈ x) → (0)) = (x ∈ a) ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧✬✐❞é❛❧ a ∈ a ❡st é❣❛❧
à ((a ∈ a) → (0))✳ ◆♦t♦♥s J ❝❡t ✐❞é❛❧✳ ▲✬✐❞é❛❧ J → (0) ❡st ❧✬❛♥♥✉❧❛t❡✉r ❞❡ J ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ J = annul(J)✳
❙✐ 1 /∈ J ❛❧♦rs ∃x ∈ J : 1x 6= 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ∀x ∈ J : 0 = x.x = x2✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ 0 = 1 ♦✉ J ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s✳
❙❡❧♦♥ q✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐ss❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ à ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ R ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ∃a∀x(x ∈ a ⇐⇒ R(x))✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥st❛t❡r
q✉✬♦♥ t♦♠❜❡ ✈✐t❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ A t❡❧ q✉❡ 0 = 1✳ s♦✐t N ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t Z ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡
❏❛❝♦❜s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ A✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✼ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♣♦✉r t♦✉t x ∈ U : ((x ∈ x)→ N) = (x ∈ a) ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ 0 = 1✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r
♣♦✉r t♦✉t x ∈ U : ((x ∈ x)→ Z) = (x ∈ a) ❡♥tr❛✐♥❡ q✉❡ 0 = 1✳
❈♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✐❞é❛❧ J é❣❛❧ à J → N ✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬✐❞é❛❧ J := (a ∈ a)✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡
J ⊆ N ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ e ∈ J ❛❧♦rs e.e ∈ N ❞♦♥❝ e2 ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❞♦♥❝ e ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❙✐ 1 /∈ J ❛❧♦rs ∃x ∈ J : 1x /∈ N ✳
■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ 0 = 1✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ Z à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ N
❆ ♣r✐♦r✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t r✐❡♥ ❞✬é✈✐❞❡♥t à ❝❡ q✉❡ R(x) := ((x ∈ x) → N) ♥❡ s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❛✈❡❝
(∈,→, ∀)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r R(x) := ((x ∈ x)→ Z)✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♥♥❡❧é ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♥❛✐✈❡ ✧❁✐❞é❛❧❡✧❃ q✉✐ ❛ ♣ré❝é❞é ❩❋✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡✳
✶✵
